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1. Introduccion

Estas notas contienen una presentacion de los teoremas usuales de derivacion ba-
jo la integral y la regla de Leibniz. El objetivo es enunciar con precisién y demostrar
un resultado que se suele dar por supuesto aunque no aparezca tan comunmente en
los libros de andlisis, y que lo hace rara vez enunciado con precision.

Pueden consultarse versiones mas generales que incluyen condiciones necesarias
y suficientes para intercambiar integral y derivada en [2]. Un curioso error causado
por el uso injustificado de dicho intercambio por parte de Cauchy esta recogido en
.

La regla de derivacion bajo la integral es la siguiente igualdad:
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que dice esencialmente que cuando se deriva una integral respecto de un pardmetro
distinto a la variable en la que se integra, derivada e integral pueden intercambiarse.
Segun el sentido que se quiera dar a la integral y a la derivada, este resultado requiere
distintas condiciones sobre la funcion f. A veces esta regla se llama también regla de
Leibniz, pero es méas comun reservar el nombre de regla de Leibniz para la siguiente:
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que también se demuestra en estos apuntes.

2. Resultado clasico

Desde un punto de vista clasico se puede intentar entender lo anterior en términos
de la integral de Riemann y la derivada clésica. Las condiciones naturales para
plantearlo parecen ser las siguientes a primera vista: si f es una funcion real que
depende de dos variables x, A\, necesitamos que sea Riemann integrable en x para
cualquier A fijo para que el miembro de la izquierda tenga sentido, y también que



la derivada con respecto a A exista para todo z fijo para dar sentido al miembro
derecho. Necesitamos también que dicha derivada sea integrable. ; Qué se obtiene al
intentar derivar [ f(x, \) dA\?. Para h pequefio,

(/fx)\—i-h dx—/fac)\ dx):/h(f(a: A+h)— f(z,\)dx, (3)

y necesitamos pasar al limite en esta iltima integral. Esto puede hacerse cuando,
fijado A, el limite cuando h — 0 dentro de dicha integral (que es, puntualmente,
%(Jc, A)) sea uniforme en x. Podemos escribir, gracias al teorema del valor medio,
para cierto A, en el intervalo [\, A + hl:
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asi que bastarfa si {%(m, Az) — %(m, A)| (la diferencia entre este valor y el limite
puntual) fuese pequeno independientemente de x. Una condicién que asegura esto y
que es facil de enunciar es que 3 af sea uniformemente continua en sus dos variables. En
un dominio compacto, es suﬁ(:lente que sea continua. Esta ultima condicion incluye
a la de que la parcial de f sea integrable en A, asi que esto nos da el siguiente
resultado, que aparece también en [3]:

Teorema 2.1 (Versién clésica). Sean I, J intervalos reales no triviales, con I com-
pacto y J abierto. Sea f: 1 x J — R una funcion tal que

» f(-,A) es integrable en I para todo A € J

w f(z,-) es derivable en J para todo x € I.

3f

Supongamos ademds que gy es continua en I X J. Entonces,

. %( A) es integrable para todo A € J

f[ x,\)dz es derivable con derivada continua en J para todo x € 1

y se cumple la regla de derivacion bajo la integral,
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Observacion 2.2. Todas las integrales que aparecen en este teorema son integrales
en el sentido de Riemann.

Observacion 2.3. Las condiciones sobre los intervalos I, .J son técnicas: se exige [
compacto porque la integral de Riemann esta definida sélo sobre intervalos compac-
tos (aunque es posible extender el teorema para la integral de Riemann impropia);
y se exige .J abierto para evitar preocuparse de la derivada en los extremos, aunque
el resultado es valido para cualquier intervalo J.



Demostracion. Fijemos A € J, y demostremos que existe el limite de la derivada en
Ay es el que se pide. Sea € > 0. Tomemos d > 0 suficientemente pequeno para que
[A—d,\+d] C J. Como g—{ es uniformemente continua en I x [\ —d, A+ d], podemos
elegir 0 < 0 < d tal que
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tales que |\ — Ao] <6 (6)

Tomemos cualquier h € R con |h| < 6§, h # 0. El teorema del valor medio asegura
que para cada x € [ hay un cierto A, en el intervalo delimitado por A y A + h tal

que

1

(A ) f0) = 250
y esto nos permite probar que el limite que define la derivada de f con respecto a A
es uniforme:

of

of
o

O\

Entonces, como % es también integrable en I (ya que es continua), estamos en

condicién de probar que el limite de la derivada existe y es el esperado:

‘ (/fa:A—l—hdx—/fodx)— ai(:ﬂ)\)daz

/I(h<f(flr A+ h)dx — f(z,\) — gi(m )\>> de
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Por definicién de derivada se cumple .
Falta comprobar que la derivada es continua. Sea A\ € J cualquiera, y dado ¢ > 0
elijamos d,d > 0 igual que en (). Entonces para h € R, || < 4,
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= Jijaxto N = g eAt )‘ x—/fm e
luego la derivada es efectivamente continua. O]



2.1. Regla de derivacion de Leibniz

Lema 2.4. Sean I, J intervalos reales no triviales, con I compacto y J abierto. Sea
f:IxJ— R una funcién continua tal que f(z,-) es derivable en J para todo x € 1.
Supongamos ademds que % es continua en I X J.

Fijemos tg € I. Entonces, la funcion

es derwable en el sentido de Fréchet en cualquier punto del interior de I X J.

Demostracion. Calculemos las derivadas parciales de G y veamos que son conti-
nuas; entonces, resultados usuales prueban que G es Fréchet derivable en los puntos
interiores. El teorema fundamental del calculo dice que para (t,\) € I x J,

t

0 | SN =),

una funcién continua. Por otro lado, la funcion f estd en las hipotesis del teorema
en cualquier conjunto [tg,t] X J con t € I, luego G tiene derivada parcial con
respecto a A y

()

(observar que se cumple sin importar si ¢ es mayor o menor que tg). Veamos que
esta funcién es continua en I x J. Sea (t,\) € I x J, y € > 0. Elijamos ¢ > 0 tal que
[A—09,\+ ] C Jy para todo h con |h| < 0,

0 0 €
8§( )\)dx—a—i(a: )\—i-h)‘ dx<§

i}\/t:f(:p,)\)dm: af(m A) dx

(sabemos que esto puede hacerse; ver final de la demostracion de . Elijamos
también una cota M > 0 de f en el compacto I x [A — d, A + ¢]. Entonces, para

hi, hy € R tales que || < 557, |ha| <6,
8f t+h1 8]’
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tof of toof
< _
/ 0)\( ,A) dx 8)\(x A+ hy)| dx + . a)\(x A+ hy)dz
af of € €
- < — —_ =
8)\( ,A) dx a)\(av A+ hs) dx+|h1|]\/[_2+2 €




Corolario 2.5 (Regla de derivacién de Leibniz). Sean I,.J intervalos reales no
triviales, con I compacto y J abierto. Sea f : I x J — R una funcion continua en

. . af
I x J tal que f(z,-) es derivable en J para todo x € I. Supongamos ademds que 3
es continua en I x J.

Seaty €l yg:J— I una funcion derivable. Entonces,

. %(-, A) es integrable para todo A € J

. fti()\) f(z, A) dx es derivable en J para todo x € I

y se cumple la regla de derivacion de Leibniz,
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Demostracion. La funcién \ — ftz » f(z, ) dz no es méas que la composicién de la
funcién G del lema anterior con la funcién

F:J—=1xJ
A= (g(A), A).

La regla de la cadena usual demuestra entonces el resultado. O]

3. Version para la integral de Lebesgue

3.1. Primera version

La principal dificultad en la demostracién anterior es justificar el paso al limite
de la integral. La funcion es derivable, y el limite usual converge puntualmente a su
derivada, pero jjustifica eso la convergencia de las integrales?. No en general, desde
luego. Una de las ventajas que siempre se mencionan de la integral de Lebesgue
sobre la de Riemann es que los teoremas de convergencia son mas generales. Si
consideramos las integrales anteriores como integrales de Lebesgue podemos intentar
aplicar el teorema de la convergencia dominada en lugar de buscar una convergencia
uniforme. De hecho, teniendo en cuenta la convergencia puntual dentro de la integral
en (3) y la igualdad , bastaria con exigir que |%($, )\)‘ < m(x) para todo (z,\) y
cierta funciéon m integrable. Esta es la idea fundamental; el enunciado del resultado
y su demostracion son consecuencias de ella. Ni siquiera hace falta usar el teorema
del valor medio, con lo que la diferenciabilidad que se requiere es ligeramente mas
débil: en su lugar, podemos escribir

1 1 A+h o
A1) = s =3 [ Fwds

lo que nos permitira probar que la convergencia es dominada de forma muy parecida.



Dado que la integral de Lebesgue se define en circunstancias mas generales es
natural enunciar el teorema integrando sobre un espacio de medida cualquiera en
lugar de un intervalo. El resultado es el siguiente:

Teorema 3.1. Sea J un intervalo real y (2, A, 1) un espacio de medida. Sea f :
QxJ— R tal que

1. f(z,-) es absolutamente continua en J para casi todo x €
2. Para todo \ € J, existe %(:v, A) para casi todo x € §)
3. f(-,\) es integrable en Q para todo A € J.

En particular, estas condiciones implican que 3 (:U A\) estd definida en casi todo
(x,\) € Q x J. Supongamos que eziste una funcwn m, integrable en §, tal que

o

af , :
of ——(x,\) esté definida. (8)

(x )\)'gm(a;) YV (z,A) € J x Q donde e

Entonces

u %(~, A) es integrable en 2 para todo X € J,

w [, f(x, A)da es derwable en J

y se cumple

i/\/ﬂf(:v,)\)dx: Q%(x,)\)da: Vel
Observacion 3.2. Si vemos f como una funcién distinta para cada valor del parame-
tro A, la derivabilidad que se le pide a f significa que esta funciéon cambia de forma
derivable con A en casi todos sus puntos. Las dos primeras condiciones sobre f se
cumplen en particular si, para todo x € Q, f(z,-) es derivable con derivada integra-
ble en J. Observese también que la condicién 1 del teorema implica que para cas:

todo A, ex1ste para casi todo z, lo cual es ligeramente mas débil que la condicién
2.

Demostracion. Fijemos A € J cualquiera. La condiciéon 2 sobre f asegura que

g{(m A) existe en casi todo z € ), y dado que

1
5(1:, A) = ]lllir(l)ﬁ (f(x,\+h)— f(x,\)) para casi todo = € Q,

dicha parcial es limite puntual c.p.d. de funciones medibles en €} y es por tanto
medible en 2. Su cota m asegura que es ademads integrable en 2. Podemos usar el



teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue para cualquier x para
el que f(x,-) sea absolutamente continua (por la condicién 1, para casi todo x):

1

~(flz, A+ h) = [z, M) = +

A+h 8f
h h [\ ﬁ(x,s) ds
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y vemos que la convergencia puntual esta dominada por m. Por el teorema de la
convergencia dominada,

d
1 TCD
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m [+ (f(z,A+h) = f(z,A)) de /Q
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3.2. Segunda version

Si en lugar de buscar la derivada en todo punto usamos el concepto de derivada
que va asociado de forma natural a la integral de Lebesgue por medio del teorema
fundamental del célculo, el enunciado de derivacién bajo la integral se convierte
en un enunciado sobre el intercambio del orden de las integrales. En este caso el
resultado es ligeramente mas débil, como lo son también las condiciones. En esencia,
podemos quitar la condicion 2 del teorema anterior si estamos dispuestos a aceptar
derivabilidad sélo en casi todo punto:

Teorema 3.3. Sea J un intervalo real (en el que usaremos siempre la medida usual
de Lebesgue) y (Q, A, 1) un espacio de medida. Sea f:Q x J — R tal que

» f(x,-) es absolutamente continua en J para casi todo x € S

» (-, A) es medible en Q) para casi todo \ € J, y es integrable para al menos un
cterto \g € J.

Estas condiciones implican que g—x(a:,)\) estd definida en casi todo (x,\) € Q x J.
Supongamos que existe una funcion m, integrable en §2, tal que

‘%(% )\)' <m(x) V(x,\) € JxQ donde %(l‘,)\) esté definida. (9)

Entonces

» f(-,\) es integrable para todo \ € J,



] % es integrable en Q x J para cualquier J C J compacto (en particular, es

integrable en = para casi todo \),

fQ x,\)dz es absolutamente continua en J

d 0
—)\/Qf(g;,)\)d:p:/ 8§($ ANdxr  p.et. A€ J

y se cumple

Observacion 3.4. Las integrales del teorema anterior se entienden en el sentido de
Lebesgue. Notemos que en este caso la ultima igualdad se tiene sélo en casi todo
punto, a diferencia de los teoremas anteriores.

Observacion 3.5. La condicién ((11)) puede sustituirse por la siguiente condicién mas
débil:
of
o\

—~(x, A) es integrable en cualquier € x J con J C J compacto.

La demostracién puede hacerse de la misma forma, ya que ([11)) sélo se usa para de-
ducir precisamente esto. No he incluido esta condicién en el enunciado simplemente
porque es menos comun encontrarla en los libros de analisis.

Lema 3.6. Sea J un intervalo real y (2, A, 1) un espacio de medida. Sea f : QxJ —
R tal que

» f(-,\) es medible para casi todo A € J fijo
» f(x,-) es continua para casi todo x € ) fijo
Entonces f es medible en £ x J.

Demostracion. Para hacer la demostraciéon podemos suponer que J = [a, b], ya que
el que f sea medible en Q x J equivale a que lo sea en en todo Q x J con J C J u
subintervalo compacto.

Dado n natural, dividimos el intervalo J = [a,b] en n intervalos iguales

Jo=1

! (b—a),a—l—l(b—a)[ parai=1,...,n—1
n

n—1

J=la+ (b—a),b

n
y elegimos puntos A\, € J¢ tales que f(-,\}) es medible. Definimos la funcién f, :

QO x J — R como . ‘
oz, A) = flz,N\,) YAeJ,

que es medible en Q x J porque lo es en cada 2 x J¢. La sucesién de funciones f,
converge puntualmente a f en casi todo punto de Q2 x J (de hecho, converge en todo
punto (z, A) tal que f(x,-) es continua), luego f es medible. O



Demostracion del teorema. Donde esta definida,

0
8§(x A) —}Ll’i%%(f(x,)\—i-h)—f@a)‘))a

un limite puntual de funciones medibles en Q x J (por el lema anterior), asi que
g—{ es medible en €2 x J. La cota |D nos permite asegurar que % es integrable en
Q x J para cualquier J compacto contenido en .J. Sea A € J. Por el teorema de
Fubini podemos calcular sus integrales iteradas en cualquier orden en el conjunto

Q x [A, Ag] y obtener que

X1 oof B rof
/}\O/Qa(x,s)dde—/ N a)\($ s)dsdx. (10)

Para cualquier x € Q para el que f(z, A) es absolutamente continua (en particular,
para casi todo x € Q) el teorema fundamental del célculo nos dice que

0

[ % syas = a0~ 120
Ao

Tanto el miembro izquierdo como f(x,Ag) son integrables en Q, luego f(x,\) es

integrable en  para todo A € J y deducimos de ([10) que

A af B _
/}\O/Qa(x,s)dxds—/gf(a:,)\)d:c /Qf(:r,)\o)d:c Vield

De nuevo por el teorema fundamental del calculo, esto es equivalente a que fQ %(:ﬁ, s)dx
sea absolutamente continua y que se cumpla

d of
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3.3. Regla de derivacion de Leibniz, segunda version

Aqui incluyo una versiéon un tanto incompleta de la regla de Leibniz que exige
condiciones mas débiles sobre la funcién (de hecho, las mismas que las del teorema
anterior). Es incompleta porque no incluye una funcién cualquiera en los limites de
la integral. Sin embargo, la he incluido porque me resultaba ttil en otro contexto.

La demostracion es directa: no usa la derivacién bajo la integral como en el caso
clasico, sino que mas bien generaliza la forma de la prueba anterior. No sé si es
posible obtener un resultado del tipo del lema ni qué tipo de regularidad tiene
la funcion G definida en dicho lema en este caso.

Teorema 3.7 (Regla de derivacién de Leibniz, segunda versién). Sea J un intervalo
real no trivial. Sea f :J x J — R una funcion tal que



» f(-,A) es medible en J para casi todo A € J, y es integrable para al menos un
cterto A\g € J.
» f(z,-) es absolutamente continua en J para casi todo x € J.

Estas condiciones implican que —(m A) estd definida en casi todo (z,\) € J x J.
Supongamos que existe una funcion m, integrable en J, tal que

of
oA

Sea ty € J. Entonces,

m(xz) ¥V (x,\) € JxJ donde E)_f

——(z,\)| < 5

(x,\) esté definida. (11)

» f(-,\) es integrable para todo \ € J,

] % es integrable en J X J para cualquier J C J compacto (en particular, es

integrable en x para casi todo \),

ft (x,\)dx es absolutamente continua en J,

y se cumple la regla de derivacion bajo la integral,

A A
i}\/to f(x,k)dx—f(/\,)\)ﬂL/to g—ﬁ(x,)\)dx p.c.t. A€ J. (12)

Demostracion del teorema. Todas las afirmaciones salvo la tultima son parte del teo-
rema Probar que j;z f(z, A) dz es absolutamente continua y que su derivada
es la que se dice es equivalente, por el teorema fundamental del calculo, a probar
la correspondiente igualdad integral. Para cualquier t; € I, integremos el segun-
do término de la suma en ((12)) (que es integrable gracias al segundo punto de la
conclusién y al teorema de Fubini) entre to y ¢; :

/ / (s,\)dsd\ = / /t1 of (s, ) d)\ds—/totl(f(s,tl)—f(s,s))ds,

donde en el primer paso hemos cambiado el orden de integracion teniendo en cuenta

el conjunto en el que se integra. Esta aplicacion del teorema de Fubini prueba que
:1 %(s, A) dX es integrable en s, y como f(s,?;) es integrable en s, la igualdad

af

d\ = f(s,t S, 8

X5, X A = F(s,11) — £(5,9)

prueba que f(s,s) es integrable en s. Podemos entonces integrar el miembro derecho
de y obtener

/f)\/\dA—l—// (s,\)dsdA
to

_ f(/\,A)d)\Jr/t(f(stl) ssds—/ fs,t1)d

to to

s

Esta es la forma integral de la afirmacién ., que se obtiene derivando respecto a
t1 los miembros primero y ultimo de esta igualdad. O]
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4. Sobre este texto

Para comentarios escribe a José Alfredo Canizo <canizo®mat.uab.cat>. Son
utiles, en particular, correcciones de errores o sugerencias sobre ampliaciones de los
resultados. Puedes encontrar la ultima versién de este documento en

http://www.mat.uab.cat/ canizo/tex/

Este trabajo puede distribuirse en las condiciones de la licencia Attribution—Non-
Commercial-ShareAlike de Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia
ve a

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/1.0/

Esencialmente, esto significa que puedes usar este trabajo como quieras siempre
que menciones a su autor, no recibas dinero por el resultado y permitas la copia y
distribuciéon de la misma forma en que se hace aqui. Para detalles sobre las condi-
ciones puedes leer la licencia antes mencionada.
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