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ИДЕМПОТЕНТНАЯ ВЫПУКЛОСТЬ
В КОНЕЧНОМЕРНОЙ ГЕОМЕТРИИ1

С. Н. Сергеев

В данной заметке излагаются иденпотентные аналоги некоторых теорем
конечномерной выпуклой геометрии.

Одним из проявлений идемпотентного принципа соответствия [1]
является то, что у ряда конструкций и результатов выпуклой геомет-
рии [2–4] есть аналоги в идемпотентной математике. Этот принцип
лежит в основе ряда работ [5–13], в которых исследуются свойства
идемпотентных пространств и идемпотентно выпуклых множеств. В
данной заметке излагаются идемпотентные аналоги теорем Каратео-
дори, Минковского, Радона и Хелли, а также идемпотентные версии
теорем отделимости замкнутых идемпотентно выпуклых множеств
в пространствах Rnmax,m с евклидовой топологией. Идемпотентное
полуполе Rmax,m описано в статье [6] настоящего сборника, см. при-
мер 4.2.

1. Идемпотентная выпуклость. Множество C ⊆ Rn
max,m на-

зывается идемпотентно выпуклым, если для любых двух элементов
x, y ∈ C и любых двух скаляров λ, µ, удовлетворяющих λ⊕µ = 1, их
идемпотентно выпуклая комбинация λx⊕µy принадлежит C. Идем-
потентным аналогом выпуклого конуса является идемпотентное под-
пространство. Отметим, что если K — идемпотентное подпростран-
ство Rn+1

max,m, то его сечение по любой плоскости xi = const являет-
ся идемпотентно выпуклым подмножеством Rn

max,m. Наоборот, если
C — идемпотентно выпуклое подмножество Rn

max,m, то множество

K = {(λx, λ) : x ∈ C, λ ∈ Rmax,m}

является идемпотентным подпространством Rn+1
max,m. Это аналог из-

вестного соответствия между выпуклыми конусами и выпуклыми
множествами.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований, проект № 05-01-02807-НЦНИЛ_а, 08-01-00601-a и
гранта EPSRC RRAH12809.
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Идемпотентно выпуклой оболочкой множества S называется
множество всех идемпотентно выпуклых комбинаций элементов
из S. Элемент z идемпотентно выпуклого множества C называет-
ся крайним, если из z = λx ⊕ µy, x, y ∈ C следует, что z = x или
z = y.
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Рис. 1. Идемпотентно выпуклые множества на плоскости R2
max,m.

На рис. 1 приведены некоторые примеры идемпотентно выпук-
лых множеств на плоскости R2

max,m. Первый пример (слева вверху) —
это «идемпотентные отрезки», то есть идемпотентно выпуклые обо-
лочки двух точек. Далее изображены «треугольник»(справа вверху),
«многоугольник» (слева внизу) и выпуклая оболочка бесконечного
множества точек (S ∪ {u}, справа внизу). Крайние точки отрезков
треугольника и многоугольника обозначены квадратиками.

2. Теоремы об идемпотентно выпуклых множествах. Сле-
дующие результаты являются аналогами известных теорем о выпук-
лых множествах в конечномерных пространствах (см., например, [2,
разд. 3.2]).

Теорема 1 (Каратеодори)[8, 10]. Пусть идемпотентно выпуклое
множество C порождается множеством S ⊆ Rn

max,m. Тогда любой
элемент C является линейной комбинацией не более чем n + 1 эле-
ментов S.
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Теорема 2 (Минковского) [8, 11]. Если множество C ⊆ Rn
max,m

идемпотентно выпукло и компактно, то оно является идемпотентно
выпуклой оболочкой своих крайних элементов.

Доказательство теорем 1 и 2 не похоже на доказательство тео-
рем Каратеодори и Минковского в «традиционной» выпуклой гео-
метрии. Оно основано на том наблюдении, что крайние элементы
идемпотентно выпуклых множеств являются минимумами по неко-
торому отношению частичного порядка [8]. Это наблюдение также
позволяет оценить вычислительную сложность задачи нахождения
крайних элементов, с использованием результатов [11, разд. 4.1.3].
Отметим, что в вычислительном плане эта задача намного легче за-
дачи на поиск крайних элементов выпуклых множеств в «традици-
онном» выпуклом анализе.

Теорема 3 [8]. Если множество C ⊆ Rnmax,m является идемпо-
тентно выпуклой оболочкой k элементов, то вычислительная слож-
ность задачи о нахождении крайних элементов C не превосходит
O(k log2 k) при n = 2 и O(k(log2 k)

(n−2)) при n > 2.
В идемпотентной геометрии есть также аналог леммы Радона.

Теорема 4 (Радона) [7]. Пусть x1, . . . , xm ∈ Rnmax,m и m > n+ 1.
Тогда существует разбиение множества x1, . . . , xm на два непересе-
кающиеся подмножества, такие, что их идемпотентно выпуклые обо-
лочки пересекаются.

C. Гобер и Ф. Менье [12] заметили, что с помощью стандартного
рассуждения Радона (см., например, [2, 4]) отсюда выводится идем-
потентный аналог теоремы Хелли. Другое доказательство идемпо-
тентной теоремы Хелли содержится в [13].

Теорема 5 (Хелли) [12, 13]. Пусть {Ci, i ∈ I} — это совокупность
|I| > n+ 1 идемпотентно выпуклых множеств в Rn

max,m, по крайней
мере одно из которых компактно. Если любые n + 1 множеств этой
совокупности имеют непустое пересечение, то и вся совокупность в
целом также имеет непустое пересечение.

3. Теоремы отделимости. Аналогом замкнутого полупрост-
ранства в идемпотентной геометрии является множество вида

H =

{
y :

n⊕

i=1

a−1i yi ⊕ α >
n⊕

i=1

c−1i yi ⊕ γ
}
. (1)

Приводимый ниже результат был доказан К. Циммерманном [14],
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см. также [9, 10, 13]. Он может быть получен как следствие идемпо-
тентного аналога теоремы Хана — Банаха [5].

Теорема 6 [14]. Пусть идемпотентно выпуклое множество C ⊆
Rnmax,m замкнуто и пусть элемент x не принадлежит C. Тогда су-
ществует замкнутое полупространство вида (1), содержащее C и не
содержащее x.

Результат теоремы 6 можно усилить.

Теорема 7 [13]. Пусть C1, . . . , Cm — идемпотентно выпуклые
множества в Rnmax,m, хотя бы одно из которых компактно. Следу-
ющие утверждения эквивалентны:

(1)
⋂m
l=1 Ci = ∅;

(2) существуют полупространства H1, . . . , Hm такие, что Ci ⊆ Hi

для всех i = 1, . . . ,m и
⋂m
i=1Hi = ∅. По поводу аналога теоремы 7 в

выпуклом анализе см. [4, с. 39–40].
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Ekonomicko-Matematický Obzor.—1977.—Vol. 13, № 2.—P. 179–210.

Сергеев Сергей Николаевич

Московский государственный
университет им. М. В. Ломоносова
Россия, 119002 индекс, Москва,
Большой Власьевский переулок, 11
E-mail: sergiej@gmail.com

IDEMPOTENT CONVEXITY
IN FINITE DIMENSIONAL GEOMETRY.

Sergeev S. N.

In this note we consider idempotent analogues of some theorems of finite
dimensional geometry.


